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VIII. Maniére élémentaire d'obtenir les Suites par lesquelles
s’expriment les Quantités exponentielles et les Fonctions tri-
gonométriques des Arcs circulaires. Par M. Simon L’Huilier,
F.R. S.

Read February 18, 1796,

L’USAGE des logarithmes, et celui des fonctions trigonomé-
trlques des arcs de cercle, tels que sont les sinus, cosinus,
tangentes, &c. sont si frequens dans les parties les plus élémen-~
taires des mathématiques, soit pures soit mixtes, qu’on doit
regarder ces quantités comme apartenant aux élémens; et que
leur calcul doit entrer dans un traité élémentaire.

~ En s’en‘tenant a la maniére ordinaire de présenter les loga-
rithmes dans les élémens, on fait comprendre la possibilité de
leur calcul plutdt qu’on ne peut le développer. Outre celui, la
dépendance mutuelle des opérations successives par lesquelles
on parvient a un resultat approché, exige dans chacune d’elles
une exactitude, qui complique et prolonge le calcul, au point
qu’il est bien peu de mathématiciens modernes, qui eussent
pour les progrés des sciences le dévouement qu’ont eu l'auteur
de cette belle découverte, et ceux qui ont poursuivi et complété
ce calcul penible, avant quon eiit trouvé les voies directes et
indépendantes les unes des autres de parvenir aux mémes
résultats.
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Les mémes difficultés et les mémes longueurs se présentent
dans les calculs des fonctions- des arcs circulaires, quand on
s’en tient aux voies ¢lémentajres développées jusqu’a présent.
Le nombre des extractions de racines, et leur dépendance
mutuelle, sont telles, qu’elles exigent un travail affraiant, qui
devient superflu, quand le calcul de chaque fonction est rendu
direct. ‘

Aussi dans le dévelopement de l'une et de l'autre de ces
matiéres, est-on obligé d’abandonner ces voies longues et peni-
bles; et en profitant des tables heureusement déja calculées,
ou a coutume de renvoier aux calculs supérieurs I'exposition
des procédés abbregés et directs par lesquels on ‘parvient aux
mémes résultats. Quelques mathématiciens il est vrai, et en
particulier EvLER dans son Introductio, ont exposé ces derniers
procédés d’une maniére qui paroit les raprocher des élémens.
Mais, si on examine avec quelque soin la marche de ce mathé-
maticien, on trouvera qu’elle est entidrement fondée sur le
principe de Pinfini ; tout au moins trop obscur, pour qu’on
puisse regarder comme élémentaires des méthodes auxquelles
il sert de base. | ~ |
~ Fespére avoir evité ces inconveniens; et avoir rendu I’expo-
sition: de la théorie generale des quantités exponentielles, et
des fonctions des arcs circulaires, entiérement élémentaire et
indépendante de toute idée de I'infini. La liaison intime qui
régne entre les procédés par lesquels je calcule I'une et I'autre
de ces espéces de fonctions, est remarquable, et propre a
éclaircir I'analogie qui régne entr’elles. Cette analogie, il est
vrai, est connue depuis longtems des mathématiciens ; ‘mais,
comme elle a été réduite aux expressions imaginaires d’'une
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de ces espéces de fonctions dans lautre, elle meritoitvd’étre
présentée d’une maniére plus lumineuse.

La méthode que je vais exposer est conforme 4 celle qu'a
emploiée un mathématicien trop modeste et trop peu connu,
mon ami M. PFLEIDERER, Professeur a Tubingue, en démon-~
trant le théoréme de TaYLoRrR dans sa dissertation intitulée
Theorematis Tayloriani Demonstratio : Tubingee, 1789. :

§ 1. Lemme. Les différences des puissances des.nombres
naturels d’un ordre exprimé par Iexposant de ces puissances,
est une quantité constante ; savoir, le produit continuel des
nombres naturels depuis I'unité jusqu’a cet exposant; et par-
tant, les différences des mémes puissances d un ordre supé-
rieur évanouissent.

Je pourrois regarder cette proposition comme connue. Mais,
comme elle est une des principales de ce mémoire, et que sa

- démonstration est facile, je crois devoir I'exposer en abrégé.

1. Les différences premiéres des nombres naturels sont
égales a l'unité, et les différences suivantes évanouissent.

2. Les différences premiéres des nombres. quarrés, sont
n*— (n—1)'=en —1. Donc, les différences secondes des
nombres quarrés sont les doubles des différences premiéres
des nombres naturels; et partant 1.2. Et les différences
suivantes évanouissent.

g. Les différences premiéres des cubes, sont 7' — (n —1)*
= gnn — gn -+ 1. Donc, les différences troisiémes, qui sont
les différences secondes des différences premiéres, sont les
triples des différences secondes des nombres quarrés; savoir
1.2.3; et les différences suivantes évanouissent.

En general. Les différences premiéres des puissances dont
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; . \ m= m=r m o ome—y M-
s m M e r—— e s
I'exposant est m, sont n” — (n —1)"=—n = —— 1
M e 2

m
+T 3
qui sont Tes dlﬂ"érences m — 1 des différences premiéres, sont
les différences m — 17 des puissances des nombres naturels
dont les exposans sont m — 1 ou plus petits que m —1; af-
fectées de coefficiens constans. Partant, s’il a été prouvé que
les différences m — 17 des m — 1™ puissances des nombres
naturels, sont la quantité constante 1.2.g ....m —1; et que

-3
.... Les différences m™ de ces pulssances

les différences du méme ordre des puissances inférieures éva-
nouissent ; on:obtient aussi que les différences m™ des m™
puissances, valent m fois le produit 1.2.3...m — 1; ou sont
le produit 1.2.3 ....m; et que les différences des ordres su-
périeurs évanouissent. .

Avis. Pour abréger, je désignerai par A* (a”.. —. n") les
différences de l'ordre p des puissances m”* des nombres natu-
rels, depuis a jusqu’a n.

PREMIERE PARTIE. Sur LEs LOGARITHMES.

§ 2. Lemme. Soit une progression géométrique, commen-
cante par l'unité, p. ex. Les différences de tous les ordres
des termes de cette progression forment aussi une progression
géométrique, dont I'exposant-est le méme que celui de la pre-
miére, et dont les termes sont les produits des termes de la
premieére progresswn par la différence des deux premiers termes
elevée 2 une puissance dont I’exposant est égal a I'ordre de

MDCCXCVI. U
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VR 3

cette différence. Soit 1, a, a*, a°, a', @°..... a"" ' une pro-
~gression géométrique : |
La suite des différences premiéres, est
a—1,a"—a, d3~a’, at—a’,a’—at .. a"m —at ou,
(a=1) | (1, a, a’, a, _a,.....a"") De-la,
la suite des différences secondes, est
(a—1) (1, a &, 45 a5 . . . ..) Lasuite
des differences troisiémes, est '
(a—1)° (1, a, &, @, a4 ... ...) Lasuite
~des différences quatriemes, est
(a—1)* (1, a, & & a, . . . )
La suite des differences m™, est
(a—1)" (1, a,. a, a, a ..o

§ g Lemme. Soit a* une quantité exponentielle dans la-
quelle a est plus grande que I'unité. Cette quantiié est plus
grande que l'unité ou plus petite que I'unité, suivant que z est
positif ou négatif; et dans l'un et l'autre cas cette quantifé
approche de I'unité d’autant plus que z est plus petit: de
maniére que l'unité est la limite en grandeur ou en petitesse
de g suivant que z est positif ou négatif.

Corollaire. a* est une fonction de z de la forme 1 4 Az + Bz*
+ Cz’' 4+ Dz* +. ..

§ 4. Soit donc proposée la quantité exponentielle a* 4 ex-
primer dans son exposant 2 ; ‘

Soit a"'——l—{— Az+4 Bz’ + C4 Dz*+4 Ez -{—

On aura aussi.
=1 —|— oAz +2'Bz"42°Cz’+ 2‘*Dz"+ o°EZ’+4 . ...
a"=14 gAz+ 3'Bz’+ §'C2’+ g'D2* 4 g’E2’ 4 . . .
0"=1+ gAz+ 4'Bz*+ 4C2*+ 4Dz 4 Ex* + . . .
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Soient prises les diﬁ'érences‘premiéres ; on aura
(a®—1) a* Az 4 (2"—1) Bz 4 (2° -—1)Cz + (2 ——1)
Dz*+ (2°—1) E2’ 4.
(" —1) a* = Az+ (§'—2")B2'+ (¢ — 2 )Cz + (g ——24)
~ Dz* + (g°— 2°) Ez’ :
(¢ —1) a* = Az + (4'—g") Bz"+ (4 ——3)02 + (4 -’—3)
» Dz’ + (4 —38)Ez" + ...
Or; puisque ¢ ='1 4 Az 4+ Bz* 4 Cz’ 4 Dz* -|—
@ —1= Az + Bz* 4 C2° 4 Dz* +
‘Et les premiers termes de tous les premiers membres des
équations précédentes sont Az. Mais, les premiers termes de
tous les seconds membres des mémes équations, sont aussi Az.
Donc, on a pour ces premiers termes des expressions iden-
tiques, desquelles on ne peut rien déterminer pour la valeur de
A. Partant, le coefficient A demeure indéterminé. |
Soient prises les différences secondés ; on aura
(e —1)" a* = Al (g"...1°) B2* Al (g°...1°) C2* - Al (g%...1%)
. Dz* 4 Ali (g°.1°) E2* + ..
(a® ——1) a® = Al (4..2") B2* + A% (4. 23) Cz' + Ali (4.2 )
Dz* 4 Al (4.2°) Ez’ 4 .
(e —1). 0= A% (5..97) B¥'+ A (5.5 )Cz + ai (5" 3),
Dz* + 4% (5°.8°) E2* + .
Puisquea“-——1=Az+Bz + C2° +Dz 4. ; le
‘premier terme de tous les premiers. membres des équations
précédentes est AAz*. Mais, le premier terme de tous les
seconds membres, est (§ 1) 1.2 Bz" Dong, égalant les co-
efﬁciens des puissances secondes de z, on a AA = 1.2 B; ou,

B= AA.
2

I

Ue
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Soient prises les différences troisiémes; on obtient

(@7 —1)'a® = A (47...17) C2" 4 4% (4"...1%) D2* - Al (4°..17)
’ Ez’ 4 £l (401 F2" 4 . ...
(a#— 1) 2™ = Al (5°...2%) C2' 4 Al (5%..2%) D2* 4 Al (5°...2°)
- Exr g Ali(p5fe’)Fr 4

(a7 —1) a%= Al (6°...8") C&’ - 4l (6%...3") Dz* + Alii(6°...5)
- Ex’ 4 Al (6°.8°) F2* + . .. |
On montre de méme ; que, le premier terme des premiers
membres de toutes ces équations est A’z’; tandis que le pre-
Jnier terme des seconds membres est 1.2.g Cz’. Donc; 1.2.3

C=A% etC=—A".

1.2.3

~ Soient prises les différences quatriémes ; on obtient
(*—1)"a* = AV (5*..1") D2t 4 AV (5°..°) B2’ + A7 (5°...1°)

S - FtLL. ;
(@*—1)" @ = A" (6%...2*) Dz* 4 A (6°...2°) E2* A" (6°...2°)
(a7—1)*a* = AV (7"...8") D'+ AV (7...8°) E2* 4 AV (7°...3°)
Fzf .. ..

Les premiers termes des premiers membres de ces équations.
sont A*z*. Mais, les premiers termes des seconds membres
5 I
sont 1.2... 4Dz*. Donc; 1.2..4D =A*; et D= ~— A"

1.2..4
On montre de la ‘méme maniére; en prenant les diffé-
rences cinquiémes, sixiémes, septiémes . . . . .. -
qu’on a les équations.......... A'=1.2.. 3E; A’=1.2....6F; A’
=1.91.7G......

. / ____ 1 5 e Y e ____}____ 6,
et partant; ' ......... E= o 3 F= — A% G
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Onadonc; a* _..1+Az+ F 5% _{_Li;z:,_’_
L .
1.2...5
De méme ... a2 =1—Az+} IAZ o 1é33 _3,+'Iz‘:44 "
A
— e E b
De-lé;"....ﬁ'%“i-_—‘-x + f\: o 4 1?4 o
+ 1?66 %’ | .
'tff'?;:: Az +Ifzz3'
’ 5
R ol SRR

Remarque. On parvient donc par un procédé purement
élémentaire, fondé sur une proprieté -essenticlle et premiére
des progressions géométriques (§ 2.), aux suites quon a dé-
duites jusqu’a présent des calculs supérieurs, ou du moins, de
Pintroduction de l'infini.

Il est connu ; que, a est’la base du systéme logarithmique ;

que A en est le module, et faisant % = 1, la rélation de a &
A3

1.2.3 +

+ .... Faisant A = 1, le systéme est celui des lo-

A4
1204
garithmes nature]s, dont la base est désignée par e. Dela

derniére suite, on peut exprimer A en a, soit par la méthode
du retour des suites; ou plutét, par la voie que je développerai
bientot, aprés avoir fait sur ce qui précéde quelques observa-
tions.

§ 5. Soit développé le binome (1 + A-f—)n. On obtient

— m— — 3 —
1+A2+—n 1A¢Zz+l7zlnzA3z+_ 714.‘3,

17 2?2 3 :

Al b A
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1 ) 1 2 1 2

S I e I e — ) B Il S

'—1+Az+-——-—-—A’z+———-—'———-——A’z+———-—- ———3—1’—,
md L rmE ek
4 & 5 o5

Atz 4+ — ; A2+ .. |
. 1 2 3
Plus # augmente, plus les facteurs 1 — — ey 1 — 5,

- 4- i A hl E) 344 . y
1— ... approchent d’étre égaux a I'unité; et partant, plus

~n est grand, plus la suite précédente approche d’étre

A+, A .

1.2.3 3 1.2.::% + “1;_—5- ceey de
Az )”
— .

maniére que cette suite estla limite du binome (1 -
4 n
s

la quantité a— est la limite du binome (1— —éf-)"; et les quan-

Donc aussi, la quantité o est la limite du binome (1 4 A

tités “_"_"—:2:"_2, sont les limites des quantités (1 4+ A -zn—) ==
(1—AZ).
n
§ 6. Je passe a I'expression de z en a et A.
. A* , , A3 A
Puisque a* = 1 4+ Az + 7 + o z* -+ e 2t 4
as

S
1.2...5 z+ ot

Soit z = nAz; on aura aussi
a**= 14 AAz +
AZ .

B AS
A% + 1.2..5

etar=a" ——(aAz)”~(1+AAz+ A e AP
154 Azt 4 — AZS +...).__1-{—u
De-la ; (AAz-{— —-—A i R 3 + o

AZ +.‘...)=(1+u)”’ —1



of obtaining the Serieses of circular Arcs. 151

A3
2.3 1.2..4 1.2..5,
1
sx ) =n{ (o) —1
1 — -2 22 P .
- n o o2 n L N n n n 4 +
""(U—— Tz Y I.2 3 ¢ 1.2 ° 3 4
1 1 I
v e )
1.2 5 v ’

Or, (par supp.) nlog (1+AA%—{—-—A + -

A# . .

g A% +_ e 4% 4.0y =log. (1 + u)
ou, z# log. a®* =1log. (1 +v); ef naz log. a=log. 14 v;
~ ou, faisant a la base du systéme, et partant log a=1,

. Ags -

A log. (149 G N
Az—{— Az+ )
1 1 1 1 1 1
T “2—73 V= 2y 3,
=y — u+ —--3——-11-—-—IZ 7 4,v+~
1 1 1
V= 2y 4—7;
1.2 ° 3 5 v = .
Az . A% A% Az Az
1 —Z —= 2z " 3——
_ z o, z z 4 z 4
=V — ==Vt rek il cem— v +
Az Az
) S JRp—
z z’us-—-......
1.2 5

Cette équation aiant toujours lieu; elle a lieu en particu-
lier entre les limites de ses membres ; qui

sont Alog.(1—’]—u);’etv—----:;—uz—-l——:I,—u3 Fut v — L
donc; Alog. (1 +v)=v—3v+iv'—Lv' 4 LIv—. ..,
Alog‘.1-—-u::-——-u—-—%uz—-%u:‘-——%u‘*——%vs-—.....
Alog. ;—}—2(11 + L + v+ ...0)
Alog. /= e + Lv ...,
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Soit 1 4 uv=a; la base du systéme .

A=(a—1)—f(e—1)+3(@—1)—3(a—=1)+3}

(a—1)y—.....
__ar—1 1 [aa—1])s 1 [da—1)s , - 1t
=nii T3 (a_,_,) +75 (aa+1) + ....en faisant —— =
aa.

Ce qui est la rélation par laquelle le module est determiné
dans la base. |

§ 7. Je ne m’arréte pas aux conséquences qui découlent de
ces formules connues; mon seul but étant de montrer com-
ment on peut les obtenir par les élémens. Je donnerai pour
exemple de leur utilité, la facilité avee laquelle on obtient
I’équation différentielle logarithinique; de laquelle récipro-
quement on a déduit le calcull des logarithmes.

Puisque 4= 1 + Az +
2+ .

As

Az, A+,
1.2.3z + 1.2..4 % +/1.z..;

A,
1.2..3 +l...4.z+".)
.__.Aa

. dra® ’
de-la ; -a-k-;— — A*a*

a5 o u
=40

d* a® .
Tt = A*. a®

ici " Pui , g e St
Réciproquement. Puisque Alog.1+4v=v——v 4~ v — —u

—_—U -—. . ~

5 ;
Ad‘-IOg.l-}-v:l—-—U + Uz_~i)3
dv ,
1
G+ vt— =
: + v
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SecoNDE PARTIE. SUR LEs SiNus, CosiNUs, ET TANGENTES,
DEsS Arcs DE CERCLE.

§ 8. Lemmes connus. 1. La diftérence des sinus de deux:
arcs est égale au double produit du cosinus de leur demi-
somme par le sinus de leur demi-différence.

e. La différence du cosinus de deux arcs est égale au double
produit du sinus de leur demi-somme et de leur demi-dif-
férence.

. . . ' b . a—-Db
Symboliquement. 1. Sin. @ — sin. b = g cos. “= sin. 2=—.

) b . a—b
2. Cos. b —cos.a:zsm.”j sin, = .

§ 9. Soient: Sin. a, sin. 24, sin. 34, sin. 4a, sin. za, sin.
6a,...... les sinus d’'arcs en progression arithmétique,
croissant, p. ex. comme les nombres naturels. Soient prises
les différences des ordres successifs de ces sinus; on obtient

s . . 1

Différences du premler ordre . — 2 sin. —a (cos. —f:- a, cos. —i—- a,
cos.—;’;—a, cos. < 4, cos. a, COS. —zéa cead)

Différences du second ordre .. — 2”sin.*L g (sin. 24, sin. ga,
sin. 4a, sin. 5a, sin. 6a, sin. 7a.,....)

. . .y ) . 1
Différences du troisiéme ordre . — 2’sin.’—a(cos. % a, cos. %-a,

COS. ~9-a cos.———a, COs. 3a cos.——s-a.....)

Différences du quatrieme ordre . . + o*sin*L a (sin. ga,
sin. 4a, sin. sa, sin. 6a, sin. 7a, sin. 8a .. ... )

. . . n . I

Différences du cinquiéme ordre . . - o° sin.* — a (cos. -Z—a,
. ] ,
cos. - a, €0S. - a, cos. = a, cos. Fa, cos. La.....)

Différences du sixiéme ordre . . — 2°sin.° L z (sin. 44, sin. 5a,
sin. 6a, sin. 7a, sin. 8a, sin.ga . .. .)
MDCCXCVI. : X
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En général,
Différences du em™ ordre .. . == 2*” sin.*" L 4 (sin. m + 1.q,
sin. m + 2.4, sin. m + g.a, sin. m + ga, .. ..)
Différences du em 4 1™ ordre . . == g"+sin.*»+* Lz (cos.

3—’-’—';'—@4, cos, = +5a COs. ——i—za, COs. m+9

a,....)

.

§ 10. De méme; soient cos. a, cos. 2a, Cos. 3a, COS. 44,
€0S. 5a, cos.6a, ... ... les cosinus d’arcs en progression arith-
meétique croissant, p. ex. comme les nombres naturels. Soient
prises les différences des ordres successifs de ces cosinus; on
obtient '

Différences du premier ordre . . — 2 sin. —¢ (sin. 2.4, sin. <a,

o7 . 9 . 11 : 13 '
sin. =-a, sin. = a, sin.—a, sin. >a...)

Différences du second ordre . . — 2*sin.* 7 a (cos. 2a, cos. 3a,
Cos. 44, cos. za, cos. 6a, cos. 7a ....)

3

- o s . 1 .
Différences du troisieme ordre . . . 4 2'sin.’—a (sin. -z—a,

s 7 ) . I s 13 s 15 .
sin. -4, sin. =gq, sin. —a, sin. 24, sin. 2 a. .. )

Différences du quatriéme ordre . ..+ 2*sin.*3 e (cos. ga,
COS. 44, €oS. 5a, cos. 6a, cos. 7a, cos. 8a,.....)
SO0 . A . . 1 .
Différences du cinquiéme ordre ... — 2’sin.*—a (sin. —Z—a,

sin. —Q—a, sin. —a, sin. 34, sm.-—ia, sin. —-Za.....)

Différences du sixiéme ordre . . .— 2°sin.’ - a (cos. 44, cos. 54,

€os. 6a, cos. 7a, cos. 8a, cos.ga.....)
En général,

Différences du em™ordre . . . . .==2*" sin.*" L a (cos. m + 1.a,
€0s. m -+ 2.4, COs. m + 3.4, COS. m 4+ 4.a, cos.m 4 5.a.....)

Diftérences du em +- 1 ordre . . . . == e*»+1 sin.>»+1 L g (sin.
am+3 s, 2m+ 5§ m-47 +9 zm-+11 )

P . 2

a, Sin, —~——= 2 a, sin, -—~—~a sm. a, sin.
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Remarque. FEn omettant le facteur 2”sin.”La; ces suites
(de méme que la suite fondamentale) reviennent sur elles
mémes, ou sont toujours différentes, suivant que a est com-
mensurable ot non avec la circonférence. Ces suites sont
aussi celles des sinus ou cosinus d’arcs qui suivent la progres-
sion arithmétique des nombres naturels ; seulement, avec une
origine différente.

§ 11. Comme sin. 2 est zéro, lorsque z est zéro; et qu’outre

celui le rapport d’égalité est la limite du rapport d’'un arc a son
sinus; et que le sinus est plus petit que I'arc; sin. z est une
fonction de z de la forme, ¥ — Az*+4 B2’ 4 Cz*4 Dz’ + .
Et comme le cosinus d’un arc est I'unité, lofsque % est zéro;
cos. z est une fonction de z de la forme 1 — Az -+ Bz* 4 Cz*
4+ Dz*4 Ez* 4 .

§ 12. Soit donc* sin. z-—-—z——Az + Bz*4- Cz* - D2’ +

On aura aussi, sin. 2z = 2z — 2*Az" + 2°Bz* + 2*Cz*+ 2°Dz’+
2°Ez’ 4 ...
sin. gz = gz — g'Az’+ §°'Bz*+ g*'Cz2* 4 g’D2’
gE2’+ ...
8iN. 4% = 42 — 4°AZ"+ 4’B2’ 4+ 4'C2*+ 4°D2z°+
4E 4 ... |
Soient prises les différences premiéres ; on obtient
2 sin. 3z cos. 2 ¥ =z — (2" —1") Az’ (2°—1°) Bz'+ (2'—1%)
Cz*+4 (2°—1°) D2’ .. , ‘
2 Sin.2zcos. £ 2=z — (g'—2*) A2"+ (g'—2’) B’ 4 (g*—2*)
| Cx4 (g—2") D' 4 ‘
2sin. zzcos. fr=x— (4'—g") A+ (4 —8') B+ (4'—3 )
Cz*+ (4'—g) D2*+F ..
X
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Réduisant en suites les facteurs du premier membre (§ 11),
et exécutant les multiplications ; les premiers termes des pr’é)-
duits sont 1 z; et le premier terme de chaque second membre
est aussi 1 % ; partant, nous apprenons seulement que le premier
terme de I’expression du sinus est bien 1z.

Soient prises les différences secondes ; on obtient
— 2”sin.” 2.z sin. ex = — Ali (g*..1*) Az Ali (g°..17) Be'4 All

(g"..1") Ca*+ Al (g°...1°) D24,

z sin. gy = — Al (47...2") Ax"} All (4°...2") Bx’4 A#l
(4'...2%) Cz*4 Al (4'...2°) D’ +. .

— 2"sin.* Lz sin. 4z = — Al (§°...8") A"} Al (5°..8°) B2’ ali
(5*..8") Cz*4 Al (5°.,.9°) D2* ...

Or; le premier terme de chaque premier membre développé

— 2*sin.” >

en suite conformement aux expressions du § 11" est 2°; et les
premiers membres ne contiennent pas les secondes puissances
de z; tandis que le coefficient du premier terme Az* des seconds
membres, qui est la différence seconde des quarrés des nombres
naturels, n’évanouit pas. - Donc; dans les seconds membres,
le coefficient A de =*est zéro.
On démontre de la méme maniére; que, dans la suite,
sinl g =g — Ax"+4 Bz’4 Cz*+ Dz’ Ezx*4 .. .., les coef-
ficiens de toutes les puissances & exposans pairs évanouissent.
Savoir ; ajant pris les différences de l'ordre pair zm qui sont
== 227 8in. 27 2 % sin. pz (§ 10.) 5 le premier terme du produit
des facteurs développés en suites, contient la puissance impaire
de z, z»»+1; de maniére que dans ces produits, la puissance
paire 2*” manque ; donc, elle doit aussi manquer dans les se-~
conds membres: or, le premier terme de chaque second
membre contient la puissance paire 2*”, avec deux facteurs
dont I'un A*” n*” est la quantité constante 1.2...2m (§ 1.) et
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_partant n’évanouit pas; donc, I'autre facteur de cette puissance
évanouit. Partant; le sinus d’un arc est une fonction de cet
arc, de la forme sin. ¥ = 2 — A%’ 4 Bz’ + C2"+4 D2’}
qui ne contient que les puissances impaires de z.

On a donc; sin. g= z — Az'4 Bz'4 C2'4 Dz2°...
sin. ez = 95— 2°Az’+2' Bz’ 2'C2’4-2°D2°}-. ..
sin. gz == g% — §’Az’+ g'B2’4-g'C2'4 g°’D2*+-. ...
Sin. 42 = 4% — 4*AL+ 4’ B2+ 4/C2’+ 4D+ .

Soient prises les différences troisiémes ; on obtient

—2’sin’ L z cos. £z =— Al (4'...1°) Az® -} Al (4°..1°) B2*
+ Al (47.17) C7 4 Al (g0...1°) D2’ 4 ..

— 2’ sin.’ 2 z cos. L x = — Al (5°..27) Az’ + Al (5°.2°) B2’
+ Al (57...2") C2" 4 4l (5°...2°) D2’ + ..

—e’sinLzcos. 2= — Al (6°...8°) Az’ 4 4l (6°...2°) Bz*
+ ali(67...9") C2" 4 Al (6°...8°) D2" + . ..

Réduisant en suites les facteurs des premiers membres con-
formement au § 11; les premiers termes de ces membres sont
— 2°; et les premiers’termes des seconds membres sont (§ 1.)

.....

1

— 1.2.3A° Donc; 1=1.2.3A; et A= e
Prenant successivement les différences quatriémes et cin-
quiémes, on obtient
o’sin’ Lzcos. Lx = A (6°...1°) Bz* + A¥ (6"...17) Cz" 4 A”
(6°...7°) D" 4. ..
2°sin* Lz cos. 2 x=A" (7...2°) Bz’ 4 A" (7"..2") C2’ 4 A~
(7°..2°) Dz° + ..
o’sin.’ Lz cos. Ll x = & (8'...3°) Bz’ 4 A7 (8"...8") C2" 4 A”
(8°..3°) Dz* + ..
Réduisant en suites les facteurs des premiers membres
(§ 11.); les premiers termes de ces membres sont 2°; et les
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premiers termes des seconds membres sont 1.2... 5B2°. (§ 1.).
I

L.2.5°
Prenant de méme successivement les différences sixiémes et

Donc; 1=1.2...5B; et B=

septiémes ; on obtient

—2’sin Lz cos. £ % = Av(8...1") C2" + 4 (8°...1°) D2’ +
AV (87, 1) Eg” ..

— 9"sin” Lz cos Al x = Avi(g...2") C" 4 AV (9°..2°) D’
Avii (911...211) Ezll + .

in7 2 13 o — Avil ii

— o’sin.” —z cos. 2z = A" (10"...8") C2" + A™ (10°..8°) D2’

+ Avit (10"...g") E2" 4. -

Réduisant en suites les-facteurs des premiers membres ; le

premier terme de ces membres est 2”; et les premiers termes
1

1.2..7°

des seconds membres sont 1.2... 7C2’. Donc; C=—

Prenant de méme les différences huitiemes et neuviemes ;

on obtient, par les mémes raisonnemens ;
1

. 1 . 1 . —
D=+ 1.2..9 ° puISE—_—I.z...II’ F=+ r2..03° "0

I 1 1 1

3 5 7 |
1.2.3z + 1.2..5 R 1.2.;.72 + 1.2..9

Donc, enfin; sin. g = z —

9
b A

§ 13. La recherche des cosinus se fait de la méme ma-
niére.
Soit cos. ¥=1— Az 4 Bz"4 C2'+4 Dz*+ Ez*+ ..
et partant, cos. 22 = 1 — 2Az 4 2’Bz* 4 2'Cz’ 4 2*Dz* 4
 o'Ex ...
cos. 8z = 1 — g3Az 4+ g’Bz* 4+ §°C2’ + 3*Dz* +
’ gES ...
€0s. 48 =1 — 4Az + 4’Bz* + 4°C=z’ 4 4'D=2* 4+
4 EZ 4 ...
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Soient prises les différences premiéres ; on obtient

—egsin. Zzsin. iz =— Az 4 (2"—1") Bz" 4 (2'—1°) C2’ 4
(2*—1*) Dz 4. ..

—2sin. Lzsin. f2 = — Az + (g"—2") B2" 4 (g'—2°) C2’ +
(g'—2*)Dz*+ ...

~— g sin. 2z sin. Ly =— Az + (4'—3g") Bz" 4 (4'—3¢’) C2* +
(4'—38") D"+ ...

Développant en suites les facteurs des premiers membres ; les
premiers termes de ces membres contiennent les secondes
puissances z* de z; et ces membres ne contiennent pas la
premicre puissance de z. Donc ; dans les seconds membres,
la seconde puissance de z doit aussi manquer; donc, A =o.
On montre de la méme maniére, et conformement a ce qui est
développé dans le § 12; que les puissances de z & exposans
impairs manquent dans l’expression du cos. z; de sorte que,
le cosinus est une fonction de 2 de la forme ;

cos. z=1— A2+ Bz'4+ Cz’4 Dz*4....
et partant, cos. 2% = 1 —2"A2" 4 2Bz’ 4 2°C2*4-2' D2’ 4 . . ..
cos. gx =1 —g’A%"+ ¢'Bz*+ g°C2°+4°'D2* 4. . ..
COS. 42 = 1 — 4*A2"+4 4'Bz*+ 4°Cz°+4-4' D2’ . . ..

Soient prises les différences secondes; on obtient

— o*sin.” Lz cos. 2z = — All (g"...17) Az” 4 A#i (g*..1*) Bz*
Al (g°..1°) C2° 4 Al (g°.,1°) D=°. ...

— e”sin.” Lz cos. gz = — Al (4'...2") A" + AF (4'...2%) Bz* 4
All (40...2°) C2°+ All (47...2") Dz". ...

— 2 sin.* Lz cos. 42 = — A (5"...8") Az*4- Al (5*...8%) Bz* +
Al (5%..8°) C2+ Al (5°..8° Y D2°. . ...

Réduisant en suites les premiers membres de toutes ces
“équations ; leur premier terme est — . Mais, le premier
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terme des seconds membres est — 1.2.A2". Donc; 1 =1.2.A;
1
et A=

1.2 °
Prenant successivement les différences troisiemes et qua-

triémes ; on obtient
e*sin.* L zcos. gz = AV (4"..1%) Bz* + Alv (4°...1°) C2°* + Al
(4...1°) D" 4 AV (4°...1°) Ez”.. ..
2*sin.* 2 z cos. 4% = A" (5'...2*) Bz* 4 Al (5°. 2") Cz® 4 Al
(5°...2°) D2° 4 Al (5°...2°) Ex™ . ..
2*sin.* - ¥ cos. 5z—- Alv (6%..8%) Bz + 4alv (6°...3 ) Czf + Al
(6°...8°) D2’ + aiv (6*...") E2*”.
D’oul'on a deméme; 1.=1.2...4B; et B == T
Soient prises successivement les différences cinquiémes et

sixiémes ; on obtient ,

— 2°sin.° 5 z cos. 42 = A" (6°....1°) C2° + AY (6°...1°) Dz* 4-
AV (67...17) E2” 4 ..

— 2°sin." L zcos. jr = AY (7°...2°) C2’ 4 Av (4°..2°) D2’ 4
AV (7°....2°) E2® 4 . '

— 2°sin® 2 z cos. 6z = A" (8°...8") Cz + AV (8“ g’) D2° +
AV (8"....8°) Ez“’ + .

D’ou 'on obtient — 1 =1.2...6C; et C = —

1.2...6°
On obtient successivement ....... D=+
1
E = — )
1.2..,10
> =1— — * ! o 1 6-
Etpartant; cos. z =1 = ¥ T T4 © me T
I 5 I ‘o
T8 % T izaae” 4+ .o
) ’ 1 i —_— 2 - 3 . 1 s ___ 1 g
§ 14. Puisque sin. x =% el + e R "
) §
R
1.2..9

f RN SOOI SO SEC VNS SRV
et cos. x=1 Tz ? + 1.20.4 & 126 7 + 128 C T
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. 1 1 I 1
| L % 24— 254 B
sm 4 2., 2ee .
tangz ) % % 123 125 1.2..7 1.2...9 .
T cos.z 2% P i 28 e 2B .
1.2..4 1.2.6 1.2..8 )

§ 15. Apreés avoir exprlmé le sinus, le cosinus, et la tan-
gente d’un arc, dans cet arc; on pourroit réciproquement par
la méthode du retour des suites, exprimer I’arc dans ces fonc-
tions de lui-méme. La méthode suivante est plus élémentaire ;
et plus conforme au procédé que j'ai suivi jusqu’a présent.

. __ (cos. zsin. 24/ —1)"} (COS. ¥—5in. 24/ —1)"
Il est connu ; que, cos. 1z = ~

(cos. 2 +sin. 24/ —1)"— (cOS. z;sin. Za/—1)"
24/ =1 ’
De-la; cos. nz + sin. nz/— 1= (cos. z + sin. 2z J-——l)”'

sin. ng =

(cos.nz -l- sin. nz \/--1)" == COS. ¥ -|- sin. 24/ —1

€08, 7% — sin. 1% /— 1= (€08. ¥ — sin. ¥ /—1)";
1

(cos. nz —sin. nz o/ —1)" == C0s. % — sin. & /—1

1 1

Partant : cos. ¥ — (cos. nz 4 sin, nzV~1)T+ (cos. nz—sin. 712V—I)T
2 =

2 -

1
sin. ¥ = (cos. nz+ sin. nza/ —1) :; (c:)s. nY — Sin. n2a/ =1) .

1

—

De-lé; n sin. 2=cos. nsz (tang. nz Partant aussi ; nsin. = z=cos. 2" (tang. z

I
—
”»

I

-l 2 =2 2L
n n n
—e, tang.3 nz - tang. 3z
1.2 g 1.2 §
I — - 1 - ——
n n n
F —— tang. Snz v +  tang. Sy
1.2 1.2
1 1 1
1—o 6—— 1m0 6=
n .
— - tang. nz -— tang. 2
1.2 g 1.2 g
1 — 2 8—1 - 81
n n n n
Jo— tang. *nz -+ tang. %z
1.2 9 1.2 .
Ll . e ¢ g o 0 v o . — LN 3 S & 0 0 0 00 L]
+ o0 80000 . . + e . . o

MDCCXCVI. Y
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Donc aussi ; les limites des deux membres de cette équation
sont égales entr’elles. Mais, en augmentant 7, les limites sont
%, et tang, ¥ — § tang.*z + < tang. *z — - tang. 'z -+ 5 tang.’z

Donc; g =t —fb4 st — '+ 50— ..... (faisant ¢
= tang. z). ,

Remarque. Je m’exprime dans ce mémoire d’une maniére
fort concise sur le passage des quantités variables susceptibles
de limites a leurs limites. Je suppose connu que cette théorie
peut étre dégagée de toute idée de I'infini; et rappellée a la
méthode rigoureuse des anciens connue sous le nom de Me¢-
thode d’ Exhaustion. D’aprés NEwToN, MacLAURIN, RoBINS,
et autres auteurs, j’ai taché de mettre cette théorie a l'abri
“de toute contestation, dans ma Prix sur I'Infini Mathématique,
‘couronnée par I’Académie de Berlin en 1786. J’espére 'avoir
fait de la maniére la plus satisfaisante dans I'ouvrage qui s'im-
prime dans ce moment sous le titre : Principiorum Calculi dif-
ferentialis et integralis Expositio elementaris.

- § 16. Des formules précédentes, on déduit aisément les for-
mules différentielles des fonctions trigonométriques des arcs

de cercle.

s ___ L) 1 s 1 7 I °
Pulsque SI, 2= % 1.2.3 % + 1.2..5 z 1.2..7 7'+ 1.2..9 & ;
d.sin.z __ 1 . 1 4 1 6 1 8
e — 1T 77 % + 1.2..4 126 7 + T8
—_—....==COS. Z.

. I 2 1 A 6
Puisque cos. = 1 — ¥+ o ¥ — ;g ¥+ 12w ¥

M 4 e 8 e e
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1 L2

1 3 5
- % +1 32'“'—12..52"1"1.2...7fz

e I —— R — sin. 2.

d. cos. z —
dz

ds sin. 2z d. cos. z
podivdsdiliod

3 OA————— Gt "‘. . .
sin.z | d.tang.z cos. 2 = S 2 =

cos. z dz

Puisque tang. z =

COS. %%

cos. %z + sin. %z 1
cos. %z cos. %z

C’est ce qu’on pourroit tirer de ’expression
r=t— P I — U450

dz_ 4 6 8 — 1 e T .
-JE_.._l-- it + -1 +t T T T T sec.’t’et

partant j—i— = sec.’t.
De-la encore, on déduit les rapports différentiels de tous les
ordres successifs.

== Sec. .

a—

s d.sin. 2 d.cos.z .
Savoir ; =  COS.% % — —sin. %
dz dz
d?*sin. z . : d?cos.z . cOs. %
oo = —sin. % e .
Cd3sin.z ‘ d3cos. .
— — COS. — = -} Ssin. 2
d4sin. z d*cos.z
— = + sin. £ _— = -} cos. 2
dssin. z d’cos. 2 .
*—LE?———"‘—COS.% —7;—5-~__—-Sm.z

TroOISIEME PARTIE. SUR L’ANALOGIE ENTRE LES LOGA-
RITHMES ET LES FONCTIONS TRIGONOME TRIQUES DES ARCS

CIRCULAIRES.

§ 17. La ressemblance qui régne entre le procédé par lequel
J'al obtenu les expressions des quantités exponentielles dans
leurs exposans, et celui par lequel jai obtenu les expressions
du sinus et du cosinus d’un arc dans cet arc, me paroit ex-

Ye
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pliquer de la maniére la plus lumineuse ’analogie observée
depuis longtems entre les quantités exponentielles et ces fonc-
tions circulaires; et rendre raison de la conformité des résul-
tats de ces procéedés.

Par le § 4. i‘—i—‘::-_

. 6
1.2..6 z +

I 8 1 10
2 + 2 cs e e
1.2...8 1.2...10
1

\ — — 1 2 — 1 6 I
Et (§ 13) Cos. 2 =1 1.2 % + 1.2..4 2 1.2...0 z + 1.2...8 z
; .

10
-—-_z .
1.2...10 +--

Ces expressions différent seulement par les signes des termes
alternatifs, qui contiennent des puissances impairement paires
de z; partant, si dans la premiére on change le signe de zz,
en substitant — zz a %%, ou z/—1 a 2, on obtiendra la

seconde ; d’oit I'on a été appellé a présenter cos. z sous la
. e+z¢—1+ e——zv-—l

2

forme exponentielle imaginaire, cos. ¥ =

—Z

eZ— ¢ 1 ' I b '
De méme (§ 4 ) — = Z 1.2..3 za+ L.2..§ zs+ 1.2..7 2’
+tag Pt
I

— Y 3 1 st 7 °o__
Etsin. z ==z 1.2.3 Sy 1.2...5 Z R 204 %+ 1.2...9 % teres

Si dans le second membre de la premiére équation on sub-
stitue z/— 1 a z; et si on divise le résultat par ,/—1; on
obtient le second membre de la seconde équation. De-la,
on a été appellé a présenter sin. z sous la forme exponentielle
IV —1_ =241

- imaginaire, sin. x =

24/ —1I
Vos—1 —za/ =1
. 1 e — € . : —
De-la; tang. z = o vt et ty/ = 1=
ez\/_x‘_'_e—zv—l R

EV =g =L
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Donc; ¢V e ™™ =141t/ —1:1—1t/—1
YV =14t/ —1:1—t/—1;

2z¢/ =1 _ 14ty/—1 — l%tV—I

e = 7o’ 2%/ — 1= log ot

I 14 4/ =1
24/—1 0g- Lt/ —1°

Cette formule auroit pu aussi étre déduite des deux ex-
pressions
‘log T --u~|—-—u+ I SR SRR S
¥l L P L I

L =




