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III. De Fra&ionibus Algebraicis Radicalitate
immunibus ad Fractiones Simpliciores re-
ducendis, deque fummandis Terminis qua-
rumdam Serierum zquali Intervallo a fe
diftantibus.  Au&ore Abrabamo de Moivre,

S. R. Socio.

Eruditifiimo Viro FOHANNI MACHIN,

Societatis Regalis Secretario, 4. de Mosvre, S. P.

MI TTO tibi excerpta quedam e Chartis meis co-
ram Regali Societate 5° Maii 1720, exhibitis,
quibus eodem die manum appofuerunt Secretarii. Pars
altera barum Chartarum jam per biennium apud CL.
Prafidem repofita fuerat; continebat antem “Demon-
Sirationes Propofitionum quarumdam in Libro a me
Anglice emilfo qui inferiptus ¢ft, THE DocTRINE
oF CHANCES. Pars altera continebat explanatio-
nem uberiorem Demonflrationum quas prior levius
Zetigerat. fam cum [zpius me infligafii ut felefas
Propofitiones quafdam ex bis Chartis defumptas pub-
lici guris facerem, utpote exiftimans in illis quedam
veperiri que ad res majoris momenti quam fit [pecu-
latio ludi)[mm applicari poffint 5 buic tuo defiderio
Zandem obtempero, idgue eo libentius, quo mibi videor
Jure aliquo a Te itidem impetrare poffe ut pulcherri-
ma tua inventa in Publicum proferre diutius non re-
luiteris. Vale,

2 Auguft
1722, PR O-
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PROPOSITIO L

. . . i
S I fit Fractio qualibet ——— e P

cujus Numerator fit data Quantitas, & Denomina-
tor fit Multinomium utcunque compofitum ex datis,
1,659, &c. & indeterminata x, dico Fraétionem fi-
pradiciam ad Fraétiones fimpliciores reducibilem fore.

Cafus Primus.

Sit Fra&tio propofita p— ; T7x o finge Deno-

. I 1
nominatorem I — € X -} fx x = o, fintque — > ra-

dices iftius Zquationis, five fatto ¥ ¥ — e x-}-f —o,

fint m, p, radices ZBquationis novze, fac A = ——— |
m—p

atque B = }-;-Z—& & eritFra&iovpropoﬁta aqualis fum.

me_ A, B

L X I—Px'

Cafus Secundus.
Sit Fra&tio propofita rpm—py +_;x pry— fin-

gatur x> — ¢ x x+ fx — g = o, fintque m, p, g, ra-
mm

dices iftius Equationis, pone A = A
M X M—g

B=
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79 . q
B b — a~~~-———;pp4—j——'~—--’ C == - [ &
p—mip—q g—m xq—2
erit  Fra&tio propofita zqualis fummz =
B ,_C
=t
Cafirs Tertins.

I : I >
SitFractio propofita —— xtfax—gahat

Fipgatur x* = ¢ x* + fx x—gx -+ b= o, fintque
m, p, 9, 5 Radius iftius ZEquationes, pone A =
an’

m. ) _ B -PL
Mm—p XM —¢q X 5 T p—m Xp—q
3
Xp—3 g=—=m X g~p Xge=—=s
s;

r— -5 Cri Fracti
e eritque Fractio propofita
B C

A

zqualis fummz

D
f— X
Cafis Quartus.
. ‘ - I
Sit Fractio pl’OPOﬁm I x+fxx——gx‘+bx4——éx 2

fingacer 2’ —ex*t fx' — g x x + b x —k= o, fint-
qtie 7, p, 95 55 ¢, Raditesiftius zquationis ; pone A —
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9,4

T g—mxg—p X g—s xg—1"
JA

. ol

.3
—ut

Xp—3 X

D =

— ey

S—M XSSP K&=—¢g xs-—-t’ E—m
t4
Xt—p Xt —¢q Xt oS

Eritque Fractio propofita

B C
I—mx+r—px+1—qx+

equalis fumme,

D E
iy g gu—
tu e prodit, tamque facilis eft illius continuatio ut in-
utile foret illam verbis explanare.

Lex Reduétionis ita uno intui.

Corollarium 1.

Si Radices omnes fint 2quales, non poterit Fracio
propofita reduci ad fimpliciores.

Coroblarium 1I.

Si Radices aliquz fint zquales, aliz vero inzquales,
poterit reduci fractio propofita ad fimpliciores ; ficv. g.

factoque

fractio propofita Py ey p— el

ut prefcriptum eft ¥’ —e x x4+ fx —g=—o0. Sint

Radices iftius zquationis #, p, g, quarum z & p fint

zquales : erunt fra¢tiones fimplices in quas refolvitur
7.1

propofita === m— +P —_—

m—p xm—q X1—mx ' p -

PP 1 79 )
Xp—g X1 —P X g—it x4 —p X1—qx
addantur du priores in unam fummam, & erit fumma
{divifis
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(divifis Numeratore & Denominatore per # == p)
mp—q Xm+p-+mpgx five
b

M—gq Xp—gq ‘1 —mx X 1—px

mm=—2qm-tmmqx kit
— . five = s
m-—q[ xx—-—‘mx] m_qxl—-mxl
qm7 .
—_—— . adeoquc Fractiones reducta
m—gq| X1— mx|
/] qgm

crunt

m—q X 1—mx| _m_g X1 —max|
79

m-—qr XI—gx ]

Corollarium 1IL

Si Frationes fimplices in quas refolvitur Fradio
propofita involvant Quantitates imaginarias, tunc quic-
quid eft imaginarii femper deftruetur per additionem
duarum vel plurium frattionum numero pari fum-
ptarum,

Corollarinm 1V.

Ex combinatione Fra@ionum fimplicium, & apta
limitatione Radicum, plurima faborientur Theoremata
in quibus inerit concinnitas quzdam minime afpernan-

. . I
da Ex.g. fit fractio propofita e g T
fattoque ut antea #* — ¢ x* -} far e gx+h—=o.
Sint m, p, 9, 5, Radices Aquationis, fintque Fractio-
- B
I—mx U1 _px

+

n¢s in quas refolvitur propofita,




( 167 )
C D
+ & T g X Ponatur 7= atque
§ == = p3 addantur fimul duz priores, itemque
dux pofteriores, & reducetur fractio propofita ad

mtp—mpx

‘zxm+f XX X Xl—fx 2 ){m—f*}

mtpt-mpx

x1tmx x1+px
que s = —¢, & addantur duz priores, itemque dua

fi vero ponatur p — — m, at-

pofteriores, reducetur Fra&tio propofita ad ————
' ‘ mm—qq

mm + 779
RI—RBEX qvg—-—mmxx—-—qqxx'

PROPOSITIO IL

Si fit Fraitio qualibet cujus Numerator fit data
wantitas, & Denominator it Trinomium vel QYua-
drinomium vel Quinguinominm, &c. radicalitate non
affectum & ntcunque compofitum ex datis, 1, ¢ £,2, h,
&c. 8 indeterminata x atque dividator Numerator
er Denominatorem, ut babeatur Series Infinita ;
dico fore ut, fi fumantur Termini quilibet iftins fe-
riei equalibus intervallis a [¢ invicem diftantibus,
feries infinite inde refultantes, fummabiles future

Sint.
Exemplum 1.

1 i
it Fra&io fita . reducatur illa
Sit Fradtio propofita ————3

Ee ad
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ad feriem infinitam, nempe ad 1+ x-F2xx43 &
Fsat+8xsF 135 215"+ 34x° @, fumantur-
que termini omnes alterni, incipiendo a primo, itidem-
que fumantur Termini omnes alterni, incipicndo a fe-
cundo, hincque conficiantur feries binz,

Videlicet, 1 F2xx-+ sx*F 135" 34 x°¢,
xt3x0 - 8x 214" F55x° .

Fingatur Denominator Fra&ionis propofita, 1 — x
—xx == 0, jam cum indices poteftatum indeterminatz
#, in novis feriebus fe invicem fuperent communi dif-
ferentia 2, pone ¥x — %, atque ope duarum zqua-
tionum I — x —xx —0, &x x—z2, ecxtermine-
tur x; fietque 1— 3 2 -+ 2 = — 0; jam nunc refti-
tuatur %, & erit 1— 3 xx-4x*—0¢; dividatur hac
2quatio per primam, quotiens erit I-}x—axx;
fomantur  alternatim  Termini quotientis, propter
Terminos alternatim fumptos in ferie propofita,
hincque orientur fummz duz, 1—xx, & x; confli-
tuantur hz fumme Numeratores FraGtionum duarum
quarum communis Denominator fit 1 — 3 xx -} x*,

I—xx x
I—3xxtxt 1-—3xxtxt
fpectivae novarum Serierum.

fumme re-

cruntque

Exemplum 1I.

Si vero defiderentur fumme terminorum intervallis
binis a fe diftantium, fiat ut prius 1 —x — xx — g,
jam cum indices poteftatum in novis feriebus fe invi-
cem fuperunt commauni differentia 3, ponatur x° = z,
& fiet 1— 43— 22 =0, atque reftituto x, fiet
I—4x —x°=o0; dividatur 1 — 4 &’ — x* per
I —x—xx, quotiens erit T-+xt2xx —x -5,
€ajus termini ordinatim fumpti ad intervalla bina, tres

conficient
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conficient fummas, videlicet, 1 — &%, ¥ J &%, 2 & X
que figillatim fumptz, erunt ille Numeratores, trium

Fra&tionum, quibus fi apponatur communis Denomi-
. ‘ . — x’
pator I — 4 x*—x°, crunt tres Fractiones, -
J 4_ x?___ X 5

.
x+x - zx’x‘. —s, fumme tres Termino-
I g &P =X I X —X

rum omnium binis intervallis a fe diftantium, incipien-
do refpe&ive a primo, fecundo & tertio Termino ; at-
que eodem methodo colligere licet fummas termino-
rum ternis vel quaternis vel quinis intervallis a fe di-
ftantibus, five denominator fit quadrinomium, vel
multinomium quodcunque €x terminis finitis compo-

fitum.

PROPOSITIO IL

Si dividatur ‘Onitas per Trinomium utcunque com-
pofitum ex datis 1,6, f, g, &c. & indeterminata X ;
dico Terminum quemvis Seriei ex bac divifione reful-

tantis, affignabilem fore.

Sit Trinomium 1 — ¢ x - fx x finge x x — e x|
f—o, fint m & p, radices Aquationis ; fic -+ 1 lo-
cus termini defiderati, hoc eft exprimat / intervallum
inter primum Terminum & Terminum quzfitum, fac

A=-"_B— ? Et erit Terminus defide-

" — P p—m
tus A’ -FBp' x '
Eodem modo fi dividatur Unitas per quadrinomium
1—ex+ fx x—g x’, pone x’ —ex X+ fx—
g = o, fintque 7, P> 4> radices AEquationis, fac A =
m

” ? B - = P‘p 9 C =
p—mxp—49q

F e » 99

m—p X m—gq
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44
g—m x 4—p
A Bp+Cq' xx', & lex eadem obtinet pro mul-
tinomiis quibufcunque.

PROBLEMA.

. Et erit Terminus defideratus.

A 8B guorum Dexteritates fint in ratione data
videlicet ut a adb, ea conditione ludant, ut quoties
A ludum unum vicerit, B tradat ipfi nummum unum:
guoties vero B vicerit, Atradat ipfi nummum unum:
S non prius ludo defiftant, quam eorum alter nummos
omnes alterius lucratus fuerit ; queritur quantum
probabile futurum fit ut certamen intra datum Indo-
rum numerum X, vel expirante illo numero, finiatur.

Cafiss Primus.
Sit # numerus nummorum quos uterque Colluforum

habeat; fit etiam # numerus par, ponaturque 2 ad 4
habere rationem xqualitatis.

M

K7 | NoO

H Q
N
B C D E F'Z

Centro
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Centro D, Intervallo D A — 1, defcribatur Semi-
circumferentia AM Z quedividatur in tot partes -
quales quot funt unitates in #, tunc ex primo H,tertio
K, quiato M &c. & impari quoque divifionis termino,
demittantur ad diametrum pespendicula HB, K. G, M D,

HB*T' cg*+!

OE, QF &C; ponatur Q: W —— rcém
x 1 Al EENS |
+ DM — EO QF &c. donec

AD%H—: ' AET*T! A’F;x+l
finus omnes exhauriantur : quo facto, erit probabilitas
certaminis finiendi intra ludos nen plures quam », ad

. ST Fau—
probabilitatem non finiendi, ut 2 n— Q ad Q,
accurate.

Corollarium 1.

Bx+'l

FX—1
‘ AB
neglecis cateris, habebitur approximatio fufficiens aifi

forte fit » numerus valde exiguus.

Si fumatur pro Q Terminus primus

Exemplum.

Sit # numerus nummorum quos uterque Colluforum
habeat — 10. Sit etiam ¥ — 76. Si fumaturpro Q
primus terminus & negligantur cxterl, invenietur pro-
babilitas certaminis finiendi intra ludos non plures
quam 76 ad probabilitatem non finiendi ut 50747 ad
49235, fi-vero fumatur pro Q termini duo priores ne-
glectis cxteris, invenietur ratio probabilitatumut §0743

w4y Coroll
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Corollarium 1l

Invenire quotenis ludis, probabilitates certaminis
finiendi & non finiendi erunt zquales.

Solutss.
H X4 I
Ponatur pro Q Terminus unicus XE:‘T" fiatque

T
T —1I

2 #— Q — Q. Et pofito » maximo numero
invenietur, ¥ = 0.756 ## proxime, aliquanto major
quam 3#2#.

Cafus Secundus.

Sit # numerus impar, ponaturque # ad & habere ra-
tionem &qualitatis.

M 0

K

S\

AB C DG E F Z

Centro G, intervallo G A defcribatur femicircumfe-

rentia AM Z que dividatur in tot partes zquales, quot
funt
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funt unitates in #; tunc ex primo H, tertio K, quinto
M, & impari quoque divifionis termino, demittantur
ad diametrum perpendicula HB, KC, MD, OE, QF
€¢. ex diametri extremitate A, primo fcilicet arcui
contermina, ducantur fubtenfz AH, AK, A M, &¢.
ad quas ¢ Centro G ducantur perpendicula Ga, G5,

x
Gy, G4, Gg, &c. ponatur Q — BH xi‘c;}_i‘
AB—;
CK'xGB , DM xGy EO xG$
- _—_—}T_f + x 4 1 x4 1 +
AC AD AE

.Ij_g_;_g_’; &c. quo fato, erit probabilitas certaminis

AF
finiendi intra ludos non plures quam x, ad probabilita-

x—3

tem non finiendi, ut 2 * #— Q ad Q accurate.

Corollarium 1.

9
. . HB xGa
i imus ————— = -
Si famatur pro Q terminus prim —— ne

AB
gledis ceteris, habebitur approximatio. fufficiens.

Exemplum.

Sit # numerus nummorum quos uterque Colluforum
habeat — 45. Sit etiam x =— 1§19. Sumatur pro
Q terminus primus neglectis cateris, & invenietur
probabilitas certaminis finiendi intra ludos non plures
quam 1519 ad probabilitatem non finiendi ut 49959
ad 50441, qu proportio eft vero proxima, Corol

orol-
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Corollarvium 11.

Invenire quotenis ludis probabilitates certaminis fi«
niendi & non finiendi erunt aquales.

Solutio.
, . . HB xGea ‘
Ponatur pro Q_ Terminus unicus — fiat.
AB 2
x—3
que2 * »#—Q= Q; &pofito » magno numero,

invenietur & = 0. 756 ## proxime aliquanto major
quam i z# contra quam fentiebat Clariflimus Mon-
mortius.

Cafis Tertins.
Pofitis ceteris ut in primo cafit, fit 2 ad 4 ratio inax-
415" a—b|'
ualitatis (vid. Fig. 1. Pone =L, ——
q g ) ..’Lé}” ) d+é§~
ab HB
= d, —ﬁ—--—; =7, Fac, 1,2 7 : --——z, m ::--_ﬁCKq5
2+6| AB AC
MDyg ~OEgq QFg p
P gp 9 AR AR
_ HB {x CK Ix
Pone Q = rAB+d T 2rAct 4’
MD

4 T7ADT 9°" 8. quo fato erit probabd*ras
ludi finiendi intra [udos non plures quamx ad prebab

litatem non finiendi ut 7 ~—2 L Qad2 L Q.
Corol-
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Corollarium 1.
HB
27rAB+4d

z

.;'x . . . . -

m  negleis cxteris, habebitur approximatio fuffi-
ciens.

Si fumatur pro Q Tecrminus primus

Cafis Quartus.

Pofitis cateris ut iu fecundo cafu, fit 2 ad & ratio
inequalitatis (vid. Fig. 2.)

Pone quantitates L, 4,7, m,p, 4, 5, ¢, &c. utin tertio
cafu.

Pone Q = BH x Ga o CK x Gj

27AB+d * 27rACH}-d

2—1 DMXG'}/ s -1
?=t;Aapra? :

babilitas ludi finiendi intra ludos non plures quam x ad

&e. quo fatto erit pro~

probabilitatem non finiendi ut %7‘2‘;“2 — 4L Q ad

4L Q

Corollarium.

: . . . BH xGa
Si fumatur pro Q Terminus unicus s ABT 4

mL;‘I negle@is cxteris habebitur approximatio fuf-

ciens.
wemadmodum in Progreffione Geometricd, Ter-
mintis quilibet ad proxime pracedentem babet ratio-
nem datam, ita funt alie ‘Progreffiones que fic con-
Jlitui poffunt ut affumptis ad libitum Terminis
duobus primis, Terminus quilibet fubfequens ad
duos proxime pracedentes babeat rationes daras,
bujufmods eft fubjeita Series,
Ff A B
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A B C D E F

it3xtrxext a7+ 415+ 99 27, &c.in qua

C—=2Bx}r1Axx

D—2Cx+1Bxx

E—2Dx+1Cxx

F—2Ex+1Dxx &c.

uantitates autem Numerales 21 fimul fumptas
Subque propriis fignis connexas appellare licet Indi-
cem Relationis.

Eodem modo conflitui poffunt feries alie in quibus
affumptis ad libitum Terminis tribus primis, Termi-
nus quilibet fubfequens ad tres proxime precedentes
habeat rationes datas 5 bujus generis eft fubjeita Se-
7ies.

A B C D E F

1+2x3xx+ 105 1342+ 975" &c. in qua

D—=3Cx—2Bxx+5Ax’

E—=3Dx—2Cxx+}sBx?

F=3Ex—2Dxx+5Cx’ &c.

wantitates autem Numerales 3—2-15 fimul
Sumpte fubque propriis fignis conmexe, componunt
Indicem Relationis.

Sunt alie feries in quibus Relatio fit ad quatuor,

éu;l ad quinque, vel ad fex Terminos precedentes,
c.

Series autem omnes hujus generis recurrentes appel-
lare licebit propter Relationem Terminorum perpetuo
recurrentem.

PROBLEMA 1L

In feriebus recurrentibus, ex datis Terminis duo-

bus primis, firelatio fiat ad duos pracedentes ; vel
datis
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datis Terminis tribus primis, fi relatio fiat ad tres
recedentes, &c. dato etiam indice relationis, inve-
nire fummam Terminorum quotlibet quorum numerus

datus fit.
Problema folvitur in Tractatu noftro qui infcribitur,

The Doctrine of Chances.

PROBLEMA IL

Affumptis ad libitum [eriebus quotcungue vecur.
rentibus ; Terminifque, iifdem intervallis a principio
Sferierum diftantibus, in (¢ invicem multiplicatis, in-
venire fummam feriei ex bac multiplicatione veful-
tantzs.

INVESTIGATIO.

I° Proponantur feries duz, fitque 7 # Index Re-
lationis in prima ferie, atque p + 4 Index Relationis
in fecunda, ex primo Indice 7+ #, formetur ZEqua-
tiox x —mx —n —0, ex fecundo Indice p + ¢,
formetur Aquatio y y —py —4 = 0, pone x y —z.
Atque ope trium iftarum Zquationum, expungantur
x & v, & orietur Bquatio Z* —mp I —MMY 2
—mnpqgztnngqg=—0o. —npp

—_—27.
in qua deleto primo termino z*, mutatis fignis omni-
bus, atque pofito & = 1, obtinebitur Index Relatio-
nis, quo obtento, feries refultans facile fummabitur 3
I’ eodem modo procedere licet, fi dentur feries tres

vel quatuor &c. recurrentes.
Ffa Dune
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Dum fuperiores pagine prelo fubjiciebantur, inci-
di fortusto in A&a Leipf. annorum 1702 & 1703,
guibus comperi Cla. Leibnitium eadem fere methodo
ante me ufum fuilfle qua hic utor in reducendis
Fraitionibus Algebraicis ad fimpliciores, quod mo-
nitum velim ut a me avertam vel minimam fufpicio-
nem, aliena mibimet arrogare voluifle 5 Propofitio
autem qua id preflitimus aeque ac Propofitio noflra
tertia, ambe deducuntur tanquam Corollaria ex al-
tera Propofitione maxime generals quam exhibuimus
coram Regali Societate, Maii 5° 1720 5 Propofitio fic
S habet.

Data ferie qudvis recurrente quarum Termini
quotlibet primi ad libitum fumantur ;5 dato etiam In-
dice Relationis Terminorum fequentium ad preceden-
tes, invenire Terminum quemiiber affignatum in hac
[feriey prinfquam fumma féviei fit cognita.

Qui autem rite perfpexerit Solutionem Proble-
matis hic adduili, is utique percipiet illam pendere
a Propofitione noftra generali, cujus demonftrationem
Simulque modum inveftigationis brevi [pero publici
Juris faciam. '

IV. De.



